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If. Joannis Keill MD. & in Academic Oxonienfi AJlrono* 
mu Profefforis Saviliani, Ohfervationes in ea qu& tdidit Celebes 
rimusGeometra Johannes Bernoulli inCommentariis Phyfico Ma- 
thematicis Parifienfibus Anno 17x0. de inverfo Prohltmate 
Virium Centrist arum. Et ejufdem Problemttisfolutio nova. 

1^ I Obiliffimum eft problema Dad lege Vis centripetae in- 
{^J venire Curvam quam defcribit Mobile, deloco dato, 
iecundum datam re&am,& cum data velocitate egrediens Con- 
cerns figurarum curvilinearum quadraturis, ejus folutionem 
perfe&am olim dedit Dominus Newt onus in Principiis PhilofophU 
Mathematicis. Hoc ipfum Problema denuo aggreflus eft vir 
clarifiimus & Geometra celeberrimus Dominus Johannes Bern- 
oulli in Academia Bafilienft Mathefeos Profeflbr *, qui non pau« 
ca eaque egregia ingenii fui fpecimina jam pridem edidit , 
quibus Geometriam reconditiorem non parum ditavic. Undc 
a tanri viri acumine novam pulchramque Problematis folvendi 
methodum expe&abam. Geftiebam itaque folutionem Ber- 
nouilianam perlegere, & cum Newtoniana comparare ; quibus 
tandem diligentius perle&is & examinatis, hxc quae fequuntur 
annotavi. 

Dominus Bernoulli eandempraemittit propofitionem quam 
New tonus problemati demonftrando prius adhibuit : eft- 
que ea in Principiis XL, non minus pulchra quam demonftratu 

facilis. Scil. 

Si corpus cogente vi quacunque centripeta moveatur ut- 
cunque, & corpus aliud reda atcendat vel defcendat, fintque 
eorum velocitates, in aliquo *qualium altitudinum cafu^qua . 
les; velocitates corum in omnibus aequalibus akitudinibus 
erunt aequales. 



<**mm 



" <Vide Commentaries Phyfico-mathematicos Parifienfes Anno 

1710. 

O Hujus 
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Hujus propofitionis Demonftrationem Newtonianam ait 
Bernoullius efle nimis implicatam, & fuam, quam fimplici- 
oremvocat, ejus loco fubftituic. At pace tanti yiriliceat mU 
hi dicere, fi quid difcriminis fit inter demonftrationem Ber- 
noullianam & Newtonianam, id in eo iitum eft, q^iod hxc 
muko facilior cfTe videturminufque perplexa qyamilla. Fig. I. 
Nam ft centro Cdefcribantur circulijD/i E K, quorum inter- 
vallum D E eft: quam minimum, fintque corporum in D &/ 
velocitates a'quales, &ab AT ad Z^demittaturperpendiculum 
NT, fufe oftendit Newtonus vim acceleratricem fecundum DE, 
die ad vim acceleratricem fecundum / K ut IN ad IT. Nimi* 
rum fi vis fecundum D E vxl IN exponaturper re&as DE 
vel IN, vis ilia fecundum / N refblvitur induas Tl, TN 9 qua* 
mm ilia folum qux eft ut 7*/ motum fecundum dire&ionem 
/ K accelerat : accelerationes autem feu velocitatum incremen- 
ca funt ut vires & tempora qpibus generantur conjun&im. 
At tempora ob seqpales velocitates in .6 & 7, funt ut viae de- 
IcriptiE D E, IK; quare accelerationes in dccurfii corporum 
per lincas DEUIK, funt ut DE ad IT & D E ad IK con* 
jundim ; /. <?. ut D is quad, quod eft ZiSTquad. ad re&ang. 
IT* IK. adeoque ob /ATqtiad. = ITxiK f incremenca vcp 
locitatum funt requalia : sequales igitur funt velocitates in E 6c 
K y & eodem argumento femper reperientur sequales in aequali- 
bus diftantiis. Hxc eft fumma demonftrationis Newtoni quae 
cam dilucide ab eo exponitur, ut inter propofitiones element*- 
res paucas faciliores invenies. At non fie procedit Dominus 
BernoulJius, fed illi fuificit dicere, Mechanicam oftendere vim 
fecundum D E efle ad vim fecundum IK, utJKad D E. Me- 
chanicam etiam oftendere inerementa velocitatum efle in rati- 
one virium & temporum conjun&ini 3 & initio motus pofitis 
vejocitaiibus aequalibus tempora funt ut vix defcripta: D E, IK; 
&4iinc, (argumento pirorfus fimili ei quo utitur Newtonus) 
concludit incrementum velocitatis, quodacquxrit corpus dum 
defcribit IK, efle ad incrementum velocitatis dum defcribitur 
DE, ut DExIKadlKxDE, & proindq velocitatum inere- 
menta ubique in diftantiis sequalibus efse aequalia. 

At 






r 
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At fi Tyronibus facilem voiuiflettraderedemonftrationem, 
'debuiflet Propofaionem Mechanicamcitare, eanique ad prsefen 
tern ca(um accommodate. Ec quidem pluribus verbis opus e 
uc hoc fiat per theorema quod innuere videtur, inquoagkur 
de defceniu Gravium in planis inclinacis : nullum cnim e(1 
hie Planum datum quod redo corporum defcenfui ob 
flat ; immo tantum abeffc ut corpus a piano cohibeatur, uc e con 
fa a Piano feu Tangente per vim quandam continuo rctrahiti 
Proculdubio igitur manifefta magis foret ejus ratiocinii vis, it 
demiflis Mechanics propofkioaibus, rem omnem ex propriis 
principHs demonftraflet, tm fecit New ton us. Nam refoivendo 
triang.re&ang. KNI'm duotriangula aequianguia.eft K /ad I If 
ut //NT ad // , adeoque loco rationis I Nad 17 'ponere potu« 
iflet jrationem KI ad IN vel ad D E. 

Si de loco quovis A in recite AC cadat corpus, deque lo- 
co ejus E erigatur femper perpend icularis EG vi centripetal 
proportional is, fitque B FG linea curva quam pun&um G 
perpetuo tangit 5 demonftrat Newtonus velocitatem corporis 
in loco quovis E efle ut Areas curvilinear ABGE latus qua- 
drature Adeoque fi velocitas dicatur v, erit v z ut Area 
ABGE* & dP fit altitudo maxima, ad quam corpus in Tra* 
jedtoria revolvens, deque quovis ejus pundo ea quam ibi 
habet velocitate furfum projedhim afcendere poflit : fitque 
quantitas A diftantia corporis a centro, in alio quovis orbits 
pun&o ; & vis centripeta fit femper ut ipfius -^dignitas qua> 
libet, fcil . ut A nm \ Velocitas corporis in omni altitudine A 
crit ut VnP n —nA n • 

Similiter Dominus Bernoullius oftendit, fi diftantia a centro 

dicatur x, velocitas v & vis centripeta <p, efle v~\/ab—f<px 
ubi ex Quadraturis conftat efle Aream ABGE = ah —f<px. Pe- 
rinde itaque eft five exprimatur quadratum veiocitatis per 

Aream ABGE, five per quantitatem huic aequalem a b — f<px. 
Et fi vis centripeta 9 fit ut nA n ' mi feu # x*"*, fit ah~ P n & 



«■*■» 



Vide prop, 39* & 40. Principiorum, 

O 2. fox 



( 94 ) 

fox = A tt , adeoque d —fox eft ut quantitas P'—A*. 

Defcribat corpus Curvam PK % vi centripeta tendente ad C, 
deturque circulus FXT, centro C intervallo quovis C/^defcrip- 

cus. gilt quantitas conftans, atque — = ** Skque Kl elemeh- 

turn Curvae, IN vel D E elementum altitudinis, XTekmen* 
turn arcus .- demonftrat Newtonus Elementum arcus feu XT 

Q * Ilfx C X 
cxprimi pofle per hanc formulam — --p=====^-— Similiter 

ex prazmiflis Dominus Bernoullius,poft<o Arcu UX= z, & altitu- 
dine leu diftantia —x, elementum arcus ad hancreducit formu- 



a z ex 



lam fcil. z = ~ - — =L_-- , .-— - Et primo quidem af- 



pedu videbatur formula Newtoniana quodammodo fimplicior 
Bernoulliana, eo quod paucioribus conftat terminis ; at re di- 
Jigentius explorara, vidi Bernoullianam formulam omnino cum 
Newtoniana coincidere j nee nifi in notatione quantitatum ab 
ea differre. Nam fi pro- ab —foit ponatur AEG E, pro a c 
ponatur g, & x pro A, a pro C X, &'x pro / N, fie 
Sex £*CX* IM 

V.'dx* -X%X — 4 W " ^ + * ^ G ^ — M?A* z=i 

A* 

^ feu ponendo s loco -— , (quod facie 



AAVABGE-X A 

Newtonus commodioris notationis gratia,) Formula Bernoulli- 
Ox C J- 7 : x /N 
anaevadit -~ \\ *-. ■ • ■■ , : unde conftat formulam ilJam 

won magis a Newtoniana difcrepare, quam verba Latinis lire- 
iis expreffa differunt ab iiidem verbis fcriptis in, Gratis cha- 

ra&eribus. 

Poft traditam generalem formulam ; defcendit Dominus 
rnoullius ad cafum particularem, ubi vis centripeta eft: reci- 

proce 



hi),,. 
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proce ut quadratum diflantire ; & per varias redu&iones & 
operationes fatis moleftas, conftrudionem oftendit Curvarum 
quae urgente ea vi centripeta defcribi pofliint, eafque ad aequa- 
tiones reducendo probat efle Se&ionesConicas. Deinde que- 
ritur Dominum Newtonum fupponere fine demonftratione 
Curvas a tali vi defcriptas efle Se&iones Conicas. 

Tmpoffibile eft ut credat nullam Newtono notam fuifle hu* 
jus rei demonftrationem ; Noverit enim eum primum ck (b- 
lum fuifle qui banc omnem de vi centripeta dodtinam geome- 
trice tra&avit, quique earn ad tantam perfe&ionem perduxit, 
ut poll plures quam viginti annos, parum admodum apra:- 
ftantiftimis Geometris ei additum fit. Noverit etiam Bernoul- 
lius Newtonum, prxter generalem problematis inverfi folutio- 
nem, oftendifle modum quo formari poflunt Curvas, quae vi 
centripeta decrefcente in triplicata diftantise ratione defcribun- 
tur, adeoque alterum ilium cafum ignorare non potuifie. 
Nee profe&o intelligo qua ratione Bernoullius Newtono ol> 
jiciae*, eum hujus cafus demonftrationem praetermififle ; cum 
ipfe non pauca fepius propofuit Theoremata, quorum demon- 
ftrationes nufquam dedit ; & quidni liceat Newtono ad alia 
feftinanti hoc idem facere. interim in nova Princifiorum 
Editione, facilior multo &magis clara, licet tribus verbis, ex- 
tat hujus rei demonftratio, quam eft Bernoulliana. 

Tandem Bernoullius ut neceffitatem fuse demonftrationis 
inverfi Problematis in hoc particulari cafu oftendat, haec addir. 
Confiderandum eft, inquit, quod vis qux facit ut corpus in 
SpjraliLogarithmicamoveatur, debet elfe reciproce ut cubus 
diftantiae a centro ; at non inde fequitur talibus viribus fem« 
per defcribi debere tales Curvas, cum fimiles etiam vires face- 
re poflunt ut corpus in Spiral! Hyperbolica rnoveatur. 

Miror fane quod Vir CLfufpicetur Newtonum talemunquam 
duxifte confequentiam. Nam pr^cer SpiraLem logarichmicam, 
oftendit Newtonus qua ratione alia? Curvas numero infinite 
&diver&, formari poflunt, quae omnes deferibantur eadem vi 
centripeta qua Spiralis Lcgarithmica ; interque eas reponi de- 
bet kec ipfa Spiralis Hyperbolica, ut in fequentibus oft end emus, 

Exiade 
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Kxindc aiitem concludk Newtonus Sediones tantirm'Coriicas 

ncccftario- defcribi debereper vim .centripetam quadrato di- 

(timtix reciproce propordonalem : Nempe quod Curvatura 

mbkx cujufcunque ex dztis velocitare, vi centripeta & pofni- 

ene Tangent-is datur ; datis autem umbelico, pundo conradus 

& pofitionc tangentis, temper defcribi poffit SedioConica qux 

curvaturam illam daram habeat.Hoc ime oftenfum eft inAdis 

Ihilofophlcis Londinenfibus Anno 1708. tn hac igitur Sc£ti- 

ane,, urgente ilia vi corpus movebitur, & in nulla alia • cum 

corpus de eadem loco, fecundum eandem diredionem eadem 

cum velocitate,& urgente eadem vi centripeta exiens, non poilic 

diverfas femitas defcribere. 

Liceat jam mihiDominumBernoullium irnitari, & inverTum 

de vi, centripeta problema longe diveria methodo refblvere, £c 

ad cafurn particularem applicare ; ubi fci'I. vis eft reciproce uc 

cubus diftantise, fimulque ofteadere demonftrationem Cor. 3. 

prop* 4 1 . Princiftorum Ne wtoni. 

Quod ut fiat, quondam ex iis quas in Adis Philofophicis 

No. 317, expofui hie prsemittenda Tunc. Fig. II. 

Sic VIL Curva qusevis, quam corpus urgente vi centripeta 

ad centrum C tendente defcribic : Jianc Curvam in duobus 

pundis infinite vicinis Z&^tangant xq&x IP, Kp, ad quas 

e centro demittantur perpend iculares C P+ Cf; centroitem C 

defcribantur K £, ID, &ducatur CI 

Pp 
Erit vis centripeta ut Quantitas — — — Quod Theorema Ih* 

r ^ P0*IN^ 

cet in pnedido loco demonftravimuSjCcce aliam ejus demonftra- 
tionem. Ex K ducantur Km adCPfkKn&dCI parallels. Et 
ob aquiangula triangula IC P $ IKN, nKm, Item que obi Jim 
&IfP arquiangula. Eric, 

Ipyd IP % IK : : p P : Km 
PC : IP : : Km % mn 
IN : IK : : mn t nK unde ex aequo 
fiet PC x IN 1 I Kl x % pp ; nK; & erit nK — 



fP* IK 

j f — ■■ ■"» —I 1 1 11 * i n ,, , 

PC*TN 



Pmerea tempus quo defcribitur arcus IJC eft ut 

Area 
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Area feu triangulum IC K, vel ejus duplum PC xIK- acteo* 
que ft tempus detur erit PC* I K quantitas conftans. Daco 
autem tempore, vis centripeta eft utlineola Kn quae fub ur- 
gentevi ilia defcribitur, adeoque vis centripeta eft ut lineoia 

i 

ilia Kn du&a in quantitatem conftantem— hoc eft* 

P C z x IK\ 

I Pp * IK 1 

erit vis centripeta ut — — — r~ x — r ;(eu ut quantitas 

r PC Z *IK Z PC* IN ^ 

T P 

— .Quod eratdemonftrandum. 

PG 1 *1N^ 

Velocitas corporis in quoyis loco eft ur via in minimo 

quovis tempore percurfa dire&e & ut tempus illud inverse -j 

adeoque & ut / K x ~— f hoc eft, velocitas erit recipro- 

* C * IK 

cc ut Perpendicularis e centro in Tangentem. 

S diftantia corporis a centro dicatur x, & Perpendicularis 

in tangenfemp, erit IN~x6c Pp =p & vis centripeta exponi 
poteft per quantitatem ~p , afliimendo quantitatem quamlibet 

pro/ 4 . 

Adeoque ft cum Domino Bernoulli© vim centripetam nomi- 

f*p f*t 

nemus <& erit—- =9& -f=x©; & capiendo harum quan- 

ft 
tstatum ftuentes erit -- = Fluenri quantitatis xf 

At cum velocitas corporis fit reciproce ut perpendicularis 

fc ejus quadratum exponi poteft per ~. Siitaque velocitas 

dicatur v, erit v* — ~ = Fliienti quantitatis #9. Quod ft 

4, fttiocus de quo cadere debet corpus -ut acqufeat iaJD vel / 

veloci- 



C 98 ) 

velocitatem v 9 deque loco corporis D erigacur perpendicularis 

D F — 9 eric re&angulum D £x D F — *x<p. Sic jam J? FG li- 
nea curva cujus ordinal exponanc vires cencripecas, feu 

quant icates <p. Fluens quancicacis xtp eric Area curvilinea 

ABFD — v 1 — — , adeoqae eric *> uc Arese ABFD lacus 

z/> 

quadratum. Quod fi velocitas ea fit qux ab infinica diftancia 

cadendo acquiritur, eric v z feu fluens ipfitis x$ sequalearese 
D FO indefinite prorenfe. 

Hinc Temper dabicur quanticas p in cerminis finitis, quando 
Area ilia curvilinea cerminis finicis exponi poceft* Sic, verbi 
gracia, vis eentripeca reciproce uc diftancia dignicas m, hoc 

eft, fie x $ —£^ r . Si velocicas corporis fit ea quse acquiricur 

x 

cadendo ab infinica diftantia, eric if-—- — £■ — — & in 

liifce omnibus cafibus Area indefinite prccenfa eft quancicas 
finica. Poceft autem corpus in trajedoria revolvi velocitacc 
cujus quadracum vel majus fieri poceft, vel minus quancicace 

_JL_, «1 huic *guak. Adeoque erit *=£ = 

• m I, , I ■ » *£■ 

m-ix™* 1 

Hinc urgentibas his viribus, tria Curvarum genera defcribi 
pofliint 3 prout e z eft quantitas pofitiva vel negativa vel 



■f.6. Si Velocitas major fit ea quae acquiritur ab infinita 

tKftantia cadendo, fit — = — — + e z : fi velocitas fit minor 

zf m-ix m - 1 

erit—; = — ~ff 2 : fi arqualis, erit — ,= — 

*/r m~ax *»-« * xf m~ix m " x 

Sit 
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Sit 7 /* =s £ f & ~ir x g = & **• Et fi vclockas corporis 
fit ea quas ab infimto cadendo acquiricur, erit f - 



or x m ~ ' 



/2 




d AT^Zl 1 



feu /> 



z 

wmmm 



b 

At fi vetocitas major fit aut minor hac velocitatc, fict uti 
oftenfum eft — = I e a = w -'* ~~ Unde 

pro j/ 4 & -=— ponendo earum valores £■ e z & 4* <r% erit 

tit— i 



m 



(eu — = , & fiet p 



z , — * 






Adeoque fi Vis centripeta fit reciproce ut cubus diftantiar, 
hoc eft, fi fit m — 3 & m — i = *. Erit f = — , vel /* = 

^X* 4 1 ** 

-i^, vel denique />' = ;• 

In primo cafu conftat Curvam efle Spiralem Logarithmicam ; 

nam fit /> = — - 3 & b : a : : x : f . adeoque ob conftantem ra- 
ft 

tionem b ad a, erit angulus C / ? ubique conftans. 

2, 2. 

4 AT 

Ponamus jam efle f = *- ; & ex hac fuppofitit>ne crts 

oriuntur diverfae Cur varum fpecies, prouc a major eft quam h f 
aut ei asqualis, aut minor. Fig. HI. 

Et primo fit a major quam b. Centro C & ad diftantiam 
quamvis datam defcribatur circulus HTX 9 cui re£te C K 3 CI 
produd* occurrant inT&X. Et eft/tf*: X friz IF 1 : PC 

P & m 
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ita C/* — PC: PC :: *» — »*:-»*:: x & — ; ' ; 

•• ££? !! ■ —4v ••?T7 ::J - +*'-'" '• <*•• 

4 # 



rc erit V x z -f- ^ — 4* : 4 :: IN: K N * x : -5= _^ 

=KN. Et quoniam eft 4 major quam £, erit h % —* a 7 - quandtas 

4 x 
negativa. Sit ilia -c 2 , unde fit KN— y— ~ Dicatin: radius 

circuli HT h, & eft C^ : KN : : cr : T X hoc eft at: 

~~^ — rr : : h : — - >_. = TJTzzzy, fi areuS # TWCC- 

vV — r; at V x _ r 

cetur y* 

«/ ***** 

Sit x ■— — unde * = — — — & — = ► Item erit x* —c* 

*♦ c 4 — f*a* f* ->■ r 



4 * 



^ c* — z z : quibus valoribus fubftitutis, erit — ^, , ^ 

^ xVx z —c z 

•MMw 1% Jt f* 

- ; =^==a r~ Sit 4 : r r: : I . hoc eft, fit 4 •= * , & fiet JT/ feu 

<S c 1 —.z z v c— z V r— z z 

c ; hoc eft in rationedatit adeoque eorum fiuentes, fi fifimlift- 
eipiunt, erunria ead^m ratione, hoc eft erit HT feu jf ad flu* 

entem quantitatis ■> == ... ut n b ad c 

Quod ft centroC radio C^*defcribatur citculxtsFL&CG 

ftt=z.8cno=x„ fiet arcus «r»=r - ' — — — = fluxioni arcus 

♦V — *» 

^/», quando fluxio eft quantitas pofitiva : fedl qufliuto eft nega- 
tiva 
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riva, ejus fluens eft arcus Vm prioris complementtim. Ar ©us 

enim ejufque complementum eajidem habent quantitatem 

fluxionem denotanpem, diverfis tantum fignis affe&am $ quia 

jcreftente uno dccrefcit alter. 

Hinc eft II T ad Vmutnh ad <r; fed eft cr ad CHutVe; 

h*V e h*Ve 

HT 9 hoc eft c : £ r:/^ : « = // T, quare eric — -7— : 

c c 

Vm r: nhi Cy undef>: Vm unit. 

Praeterea ex natura circuli erit C 6 : CV : : CV ; C7* f 

quando w7'circulum tangic : hoc eft erit z : c : : c : — = 

GT~x. Hinc fi capiacur angulus /^C * ad angulum VCmutn 
ad 1, & producatu* Ct ad /T ut fit C K = fecanti C7*, erit 
7T pun&um in Curv& quaefitft. 

Hie obiter notandum eft, fi n fit numcrus,hoc eft/i fit 4 ad <: 
syel 4 ad 1/4* — h z tit numerus ad numerum, Curva VI fiet 
Algebraica: nam in hoc cafu relatio ** G ad finum anguli J^C* 
scquatione definitur,& inde habebitur relatio finus anguli PCe 
ad C TVel C/T per sequationem determinatam, & inde demum 
dabitur aequatio qua: exprimet relationem inter ordinatam & 
interceptam a pun&o C incipientem. Harum Curvarum ordi- 
nes & gradus in Scala aequationum Algebraica diverfi crunt 
pro magnitudine numeri n. In his omnibus Curvis fie dc- 
fcriptis Afympoti pofitio hac ratione determinatur : Fiat angu- 
lus VC L ad re&um angulum ut n ad 1 . In co angulo diftan- 
tia corporis a centro evadit infinita. Jam quad, perpendicu- 

a % x 2 
laris in Tangentem P C— - — ■ — , ubi at eft infinita, fit PC£= 

b* + x x 

A* AT* 

— -,feu PC — a. Ducatur itaque CR ad CL perpendicula- 
x 

tis & aequalis tcO:x ajk fi per R ducatur R S re&ae CL parallela, 
foecCurvam tanget ad infinitam diftantiam, feu eritCurvx 
Afymptotos. 

Si corpus in quavis harum Curvarum defcendendo, ad Ap- 
fidem imam pervenerit ; Hinc rurius afcendet in infinitum, 

F z & 
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& aliam Curvam priori fimilem, feu potius ejufdem Carvae fi- 
milem portionem, afcendendo defcribet. 

Curvse hse poflimt pluribus revolutionibus circa centrum 
torqueri, priufquam ad Afymptoton convergere incipiant, & 
mot us angularis tcStxCK erit aequalis totidem re<3isquot nu« 
merus n conftat Unitatibus. v. g. fi n fit ico, perficientur vi? 
ginti*quinque integral revolutiones priufquam diftantia a centra 

evadat infinita. 

a 

Audio numero n t eadem manente a, minuitur c : eft enim— • 

n 

a * 

**c & — = t x = 4 2 — h\ unde fiet n % — iX4 l =»* *\ Et pro- 

inde fiet * .-. h .:/**: n % — i ; adeoque ft £ a ad a&qualitatem 
accedat ipfius <**, perveniet quoque n x — i ad rationem arqualita- 
us cum n\ & proinde augebitur #& in eadem ratione mimic- 
tur c. Ponatur itaque efle h % fere sequale ipfi / ; adeo at cum 
differentia, fit infinite parva, fiat n numerus infinite magnus, & 
radius circulir fiet infinite parvus,feu circulusjnfuum centrum 
contrahetur. At fie evanefcente c, non pariter evanefcit CT, 
ft angulus VC M(\t propemodum redus : nam in omni circulo, 
etiam minimo, (scans anguli redi eft quantitas infinita. Curva 
itaque hxc, ob# numerum infinitum, infinitis numero revoluti- 
onibus centrum ambibit, priufquam ad Afymptoton convergere 

incipiet, 

d x 

Evanefcente autem c fcb=a &/> = -~p~ ~ . Et quoni-, 

V x A-a* 

h d x 

am in omni cafu eft } = — — , evanefcente c fiet^ = 

h A x h d 

, unde capiendo Fluentes fiet y — — feu xy —hd — data? 

x 2 x 

quantitatl Fig* IV. 

H*c Curva eft Spiralis Hyperbolica, quae pliires habet no- 
tabiles proprietates. Si ducatur radius quiiibet C/TCurvaeoc- 
currensin/, & peripherics circuli inX, & ex Cad C/excitetur 

perpen* . 



C 1Q£ I 

perpendicularis C T P atque If rangac Curvam in /, & redfe 
Croccurrat in f: erit Cf conftans re&a, aequalis fcil. arcui 
17? i qua propriecace Logarichmicam aemulacur, cum Cf Cur- 
vam Subcangens did poffic Sic enim Radius circuli CE~zh 9 ar- 
cus VE — a 9 dicacur C/x &fTfit y. Quia eft ^ = at x y eric 

hoc eftJ :. * : : — :tfK: qua; proinde eft — . Et quoniam 

.X- 

Sicentro C, incervallo quovis CG, defcribacur circuit arcus 
6 F, hie arcus inter re&am C V & curvam intercepcus eric fem- 
per aequalis conftanci redtse C Z vel a. Nam quoniam eft PH. * 
CF=CF*VE» erit VL : VE : : CV : C F : : VL : 6 F 
unde azquantur VE & GF. Si ad CG ex C excicecur 
normalis CR—VE vel FG vel o, & per R agatur i?5 redfce 
C V parallel eric R S Curvae Afymptocos. Nam eft re&a MS 
sequalis arcui GF, & proinde FS diftancia Curvae ab R S eft 
Temper sequalis exceflui quo arcus fiiperac fuum finum : ac cum 
diftancia crefcaC in infinicumjexcefius ille minuecur in infinitum, 
& ficc candem daca quavis re<fta minor, & proinde R S erk 
Curvx Atymptocosv 

Sic jam b major quam<* ; 8c fimilicer, ut in priore cafii, in- 

veniecur K iv = f == • : ac quoniam b fuperac a, erit c l 

= J* — ** quancicas poficiva, 8c KN iiet = ■ ■ ^. J?L. ■ & ponendo 

*/# + £* 

h 4 oc 

radium circuli HT=h f inveniecurJSf r = —^====77. Pona- 

xxtx ~rc 

tur # = — , & eric * = — — • & — = -. Eric quoque x % ~ 

z z x x>. 

— & xl + e *■ = -- + f 5, .= 7- — = — - * rH **.* unde 



( *©4 ) 



c 



V #M-~? = ~~ x &' +z\Bis itaque valorikiS (iMiraris lit 

— ~ £JL ■■ ■ = — — ■ ^=i===^= — jr. Nam talc fumt poteft itii- 

•x V x z + c 2 cV c 1 +' & 

tmm arcus &T, lit fimut cum Flucntc quantitatis 



c *S c x -f- a 3 

#^& . 

ccefcat & decrefcat. Eiat nc ^=* & put ~j—~i = — J* * 

> , ■ = a ' /& > = (eSori C XX. 

*- ft 

Eft autcm L-huZ1 : - ; — r-- : :<*£* : c r , hoc eft m 

data raciotie. Adeogue crit* fe&or C XT ad ^r~*i & m * 

per in data ratione, Harum itaque quantitatum flueatcs 
erunt in eadem ratione, cum fitnul incipcre ponantur. Flu- 
ens autem fcfloris CXreft fetor CTT, & fluens quantitatis 
» t x, 



r eft feeder Hyperbola:, quod fie oftenditur. F/£.V. 

Centro C {emiaxe tranfverfo C V— c defcribatur Hyperbola 
arquilatera, & ex duobus pun<3is vicinis D & F ordinentur 
ad axem conjugatum redae D B, EF\ ducantur item CD, OF. 
It incrementum feu fluxio trianguli BCD asquale erit B E x 
B D -• fedore D € F: unde fe<2or DCF (qui eft Fluxio fe<2oris 
CFD) aequalis erit BExB D — increment© trianguli BC D, 
£t fi JS Cdieatur *, ob Hyperbolam, eft B D l = 5C^+£^* 
= *> J 4- «•' : unde BD = ifF^fz, & 5£ x 50= r'xv'r -f * a . 



Triangulum autem BCD &\z**/c* +*% cujus fluxio eft 




f * * vVH-*T a -f ~\ Subtrahatur haec quantitas ab 

to * VV- -f x 2 , '& reftabit ftdor Hyperbolas minimus CDF 



( i<>5 > 



-->*;- — s,- Adeoque fluens fe&dris CDF eft gqualis fluent i 
*/** + ** ^ * 

quantitatis < :v =f . Proinde erit feQorC/^Dfluensqiian- 

titaeis • >-—■■ => Pmerea D7* retta taogat Hypcrbolam 
& occurrat Axi conjugato in Ti Eft ex natura Hyperbolae JB C : 

CV t: CV : C^hoceft* : c :: c : — = CT=x. At* 

que hinc oritur iconftrudtio qua? fequitun F£ . VI* 

Centro C femiaxe tranfverfo C/^defcribatur Hyperbola arqui* 
latera Vm r item circulus Ve. Capiatur fe&or eirculari9 C Vt ad 
fe&orem Hyperbolicam c r** ut n ad i; tangat Hyperbolam 
in m re&a T w, occurrensAxi conjugate in T: producatur C e ad 
it ,utfitCit = C7i fepun^um^erkinCurvaqu^fid. Nempe 
talis eft ea Gum, ut fi c k dicatur x % Perpenditularis a C 

4 X 

in .tangcjitem ejus demiffa crit femper ajqualis • l-ffnr"" . 

Quando x eft infinita evanefcit l\ & perpend icularis fit = *, & 
tunc coincidit CR cum CK Si itaqute capiatur in axe conjugato 
CR~ a, & ducatur R £ ipfi C fparailela,crit hscc Curvx Afymp- 
rotos. 
Si eo uique augeatur a ut fiar quantitas£ 2 — & infinite parva, 

h a x „ ha x , 

tunc evanefcet <r% & quantitas — ^*=p- fit —^ = ?• Unde 

fkapiantur harum quantkatum fluentes,habebimus * —y, & ^ ^ 

— :-xy,.hoc eft re&angulum fub arcu circular! & diftantia Cur- 
vx a centro erit (emper data quantitas,; atque hac ratione mi- 
gtabitcurva in fpiralem Hyperbolicam. Eftitaquerpiralis By* 
perbolica Curva media feu quafi tirnes,intereasCurvas quae cqn- 
ftruuntur per fe&ores circulates & eas qu^ conftruuntur per 
£e<9:ot£S Hyperbolicos. Itaque fpiralis ilia Hyperbelica conci- 



m 



( io6 ) 

*pi poteft formari vel per fedorcmGircuIi autElli'pfis, vcl per 

fe&orem Hyperbola, cujus Axistranfverfusminuituirininfim- 

mm, & in eadem ratione augetur numerus n. 

Ad eum jam devenimus cafum ubi velocitas corporis minor 

-eft e4 quae acquiritur cadendo ab infinita diftantia, & ubi />*= 

a 2 -x 1 
- — -; — •• Et hie fimili ratiocinio ac in, priori cafu, invenie- 

h 2 — x* 

- • 

tur KN= - v r .,- ■ . — . , ubi necefle eft ut fit £ l majus quam 

d'X 

4\ Hinc fib 2 — a 2 dicatur*?, fit K N~ ^, ; & proindc 

JfTfcuy = : ,— —; 

xVc ~x L 

Sit jam*——* &fiet — = feu = — & 

x $c z x & 

t 2 — x 1 wit = ~ x & c \ quibus vaioribus fubftitutis fit 

tVz/ — c- xVx* — c l r 

inicium arcus VX, ut iimul cum fluente quantitatis 

baz -£h 2 az, 

— -=s=» jndpiat.- undeerit : = — | £> _. fe^ori 

CJi = .«■- — - . ponendo ne — a. Eft vero ~ 

vz z — c * ^ z* — & 

ad -7=~===;ut»^adf t ,lioccftmratio«econftanti. Qua- 
re harum quantitatum Flucntes (tint in eadem ratione, hoc eft 
Fluens quantitatis iky feu ! erit ad fluentem quanti- 






W — z' 



catis "7^= - ot » ** ad *■„ Eft autem fluens quantitatis 






( **7 ) 

fi&y'arfetoiCr^&Fluettsquantitatis-^L^- eft feflo* 

* J V z 2 -*-c* 

tlyperboke, quod ftc oftenditur. Fig. VII. 

Centro C femiaxe tranfverfo CV-=. c defcribatur Hyperbola 
sequilatera, & ex duobus pundis infinite vicinis B & ad 
axem ordinentur dux reiSfce BE, DF% ducantur item CB, 
C D. Et erit Fluxio feu incrementum trianguli CBE = trian- 
l»ulo CBD + BEx EFb unde ttiangulum C££>, feu fe&or 
minimus C £ £>, erit *= incremento tr ianguli C BE- BEx 
E F. Drcatur C £ *, -5r erit 5 £ — • ** — .«*, & B E *EF 

= j/z l -c ! . Eft quoque triangulum C'B £ = J 2; vV-r, 

~si* z* 
caps Fluxio eft i a * V** — ** + "/ ; j . r 5 a quo fi Cubtta- 



V z z — c 



hatur quantitas z,*Vz x — c* t fit fe&or minimu s CBD — 

•> — • ■■■ -tsv* 1 -^ = : — • ■ 

Vz—C Jz—c 2 

~* C x Z, 

-r/ : unde conftat fe&owra CBEcGk fluentem quaa- 

titatis — =a — - . Praeterea fi B 7* tangens Hyperbolam Axt 

^« l — c 

tranfverlb occurrat in T $ ex natura Hyperbola: fit CE : C T :: 

<:* 
C s r : Ct, hoc eft ■* : C :: e : — = C7 = x. Fig.VIIl. 

z 

Hinc deducimus fequentem conftru&ionem. Gentro C, 
femiaxe tranfverfo C V — c , defcribatur Hyperbola sequilate- 
tzFB, & circulus CeG ex centro C. Ad hyperbolam du- 
catur re&a CB 9 & hyperbola; Tangens B Taxi tranfverfo oc- 
currat in T. Capiatur circuli fe&or CVe, qui fit ad fe&orem 
Hyperbolicum C VB ut n ad ' 1. In C e capiatur CK = CT,8c 
erit A* pun&um in Curva quaefita, cujus perpendiculum e cen- 
tra C adTangentem in tf demiffum, ft C # dicatur x, eft arquale 

A V 

Q^ Et 



( io& ) 

Et in hac Curva, urgente vi centripeta qua* fit reciproce ut 
cubus diftantiae, movebitur corpus, fi fecundum dire&ionem 
Tangentis cum jufta velocitate exeat. Qualis autem debet efle 
velocitas quae faeiat ut corpus harum Curvarum quamvis de- 
fcribat, fie inventetur. 

Cum velocitas qua corpus in traje&oria quacunque 
movetur fit reciproce ut quantitas p, afliimendo conftantem 

a 
quamvis a, ea femper exponi poteft per — . Et fi ad Axem C F 

ordinentur tt&x quae fijit reciproce ut cubi diftantiarum a 
centro, feu ut vires centripetae, & hac ratione formetur Figura 
curvilinea, ejus Area indefinite extenfa femper exponi poteft 

b z 

per -7, ut ex Quadraturis conftat. At Area ilia eft ut quadra- 

X- 

tum velocitatis quae acquirkur ab infinita diftantia cadendo, 

b 

adeoque velocitas hoc cafu acquifita erit ut — . Haic fi velo 



citas illadicatur^, & velocitas qua corpus in Traje&oria mo- 
vetur dicatur v, talefque affumantur quantitates^ 8c b, ut in 

ha 
una aliqua a centro diftantia fit j : v :: — - : ~, eritubique 

x p 

b a ax 

m omnibus diftantii$ y : v :: — ; •— . : t p ; - — . Unde fi 

ralis Nautisa 5 vel Circulus exiftente p — x & a ~ b. 

d X 

Siy fit major quam v, tuncp major erit quam -— ; eritque 

4 x 

ilia, utex praecedentibus conftat* = ~?~====r. Curva autem 

ronftruetur per fe$orem Hyperbolicum, ut in ultimo cafu 
oftenfumfbir, ubi diftantia corporis a centro per concurfum 
Tangentis Hyperbola cum Axe. tranfverfo determinate. Si 

y 



( top ) 

y fit minor quam w, at in tantilla- rations M maitest h major 
quam a 3 Curva formabitur per eundem fe&orem hyperbolicum. 
At diftantia corporis arceacro defumitui: ex concurfu Tangen- 
tis ram Axe conjugato* 

Si fit } : i> : : f : x, erit in eo cafti a~b, & Curva cvad it 

Spiralis Hyperbolica, tibi eft /> = , )V .. ■> Hincfi de ioco 

guovis projiciatur corpus fecund-urn datam re&am, cum ea 
velocitate quae fit ad velocitatem ab-infinito cadendo acquifi- 
tam, ut diftantia corporis a cen tro ad perpend iculareme cen- 
cro ad Hneani diredlionis demiflam, movebitur illud corpus 
in Spirili Hyperbolica, Si denique fit v tanto major qciam y, 
ut fit etiara a major quam b 9 Curva conftruetur per Se&ores 
Circulares. Atque hac ratione dat& velocitate femper derermi- 
nari poflit relatio quantkatum a & b, ac proinde Curva defcri- 
bcturiit qua corpus cum ilia velocitate movebitur : & viciflim 
data Curva, feu datisquantitatibuS4& b, invenietur veloci- 
tas qua Curva ilia defcribitur. 

Omnium Gurvarum Are#(fi circulum excipiasj^uaz urgente 
hac vi csatripeta defcribi poflunt, funt perfede quadratures • 

Nam primo, in fpirali Logarithmica, quia eft f = -~ , erk 

Ktf— - 1 = — , ponendo b z — £ — c z % vid.Fig. II. 

adeoqueerit triangulum CKt— * cujus Fluens eft 

c 

a x z 
— — = Areas Gurv#.' 




ax 

l $ & a major quam b, oftenfum *eft efle K tS 

"j^t- "\ * wad* KN *iGl =-£==*, cuius Fluens eft 

y yr — tr Vx-~c 

~ 4* Vx\— f= ArexCutvx. At fi a minor fit quam h, 6sK^~ 



( no ) 






SiXlfxlCr= l " , , cujas Fluens eft f < 



y'?4^« ,g — Are« Curvae* Ponatur* =o, &' fiec f * £ *— 
«£= o, unde.g = ? * f, & Area Curyae fit = i a Sx z +c z ~ 

In Spirali Hyperbolic* evanefcit quantitas c, & Area Cuive 

fit J4X. 

Sip fifc= -7=5==- ,, oftenfunteft effe </Ttf- -?—=[, uiu 



■5 4% Xx 



d<? I C/, x K tf = ' ; : , cuius fluens eft &.- 3 <*VU Z - x! 

v c' — X* 

=■ Areae. Fiat x== o, & eric — •? 4 f = o, (eu ,% == 7 a c ; 

m ~ s* ■■■'•■■ 

unde eric Area Curvae femper aequalis ~ <* c- — 7 * V c z — x\ 
Fiat r 2 — x z — o feu c ^ x, & Area curvae fie ^ 4 r. Unde 
fi initium Area* non capiatur ab initio ipfius x, feu ubi x eft 
=: cv fed ubi at = c K eft maxima, hoc eft fi Ar eaab^i ncipiat^ 

(wV. F/£. VII J erit Area Temper sequalis ~ a vV— #V 

De Areisquas defcribunt corpora radiis ad centrum du&is, 
urgente vi centripeta qu# fit reciproce ut diftantiarum cubi* 
fequentia adnotavit CoJIega meus peritiffimus Geometric 
Profeflbr Halleiu <* Nempe fi corpora d iverfos circulos vel d i* 
verfas Spirales Hyperbolicas hac lege defcribunt ; erunt areas 
fe&orum, tarn in* Circulis quam in.Spiralibus illis omnibus* 
sequalibus temporibus defcriptae, Temper aequales : Nam veloci- 
rates corporum in circuJis motor urn fecund um hanc legem, de- 
bent efld radiis feudiftantijs reciproce proportionates, adeoque 
arcus fimul percurfi erunt quoque in eadem radiorum reci- 
proca ratione, unde ftatim patebit fedores fimul xleicriptos 
efle equates. 

In reliquis omnibus Cutvis cum fit velocitas ad velocit^rea* 

a, 

corporis in eadem diftantia in circulo moti ut -— * x.idp,(yidc 
J%.IIL) feu x\t~~xIK ad ##;intereadum corpus inTraje&o* 

X 

ria 



( lit ) 

riapercurrit Iineolam IK, corpus aliud in circulo in eadem di* 
ftantia motum percurret arcum — *KN', & Area fedoris 

Circuit & Trajedorias fimul defcriptx erunc-r- x RN x '~CN 

&KN*~ CN,quz dua; Areas funt in ratione data, fcil. ut b ad 
a. Adeoque ubi eft a = b, uti fit in Spirali Hyperbolica, 
Area fie defcripta er it Temper aequalis Areae fe&oriscircularis in 
aequali tempore defcriptae. 

November 14. 1713 



HI. Rules for corre&lng the ufual Methods of commuting Amount* 
and prefent Fakes, by Compound as well as Simple Inter eft ; and 
of (tatlng Inter eft Accounts. Offer 1 d to Confideration y by 
Thomas Watkins, Gent. F. R. S. 

I.. Of Compound fntereft. 

THE Suppofition whereon the MethoB of computing 
by Compound Intereft is founded > viz. That all In* 
teteft Money, Rents, &c. are or may be conftantly receiv'd, 
and put out again at Intereft, the Moment they become due, 
without any Charge; or Trouble, being impracticable ; there- 
fore all Computations by this Method (except of FeerSimpIes 
or other Perpetuities) muft needs be erroneous.- Thus- for 
Inftance, the Amount of a Sum of Money, or Annuity, for 
want of Deductions out of the Profits, for the unavoidable 
Trouble, Charge, and Delay iri the Management, will be too 
great: and for the fame reafon, the prefent value of a Sum 
of Money payable in any time to come, will be: too little ; alfo 
the prefent value of an Annuity (being only the Amount of- 
the difference between the Annuity, and Intereft* of the faid. 
prefent value) will be too much. But in long -terms of Year*,," 
as that difference becomes lefsib does tbe Erroxi as tb; term is 

greae?- 
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